Introducdo aos Processos Estocasticos

Luiz Renato Fontes



Propriedade Forte de Markov

Tempo de parada (TP)

Uma va T > 0 é dita um tempo de parada para (X;) se o evento
{T < t} depender apenas de (Xs)s<: para todo t.

Teorema 1 (Propriedade Forte de Markov)

Seja (X¢) ~ PMS(1,Q) e T um TP para (X¢).

Entdo, dados {T < 0o} e {X7 = x,(Xs)s<T}

(X74t)e>0 ~ PMS(dx, Q), independentemente de (Xs)s<T.



Equacdes de Kolmogorov

Dada uma @-matriz* Q = (gxy)x,yes, Sejam os seguintes sistemas
de equacdes diferenciais: para x,y € S:

Equagdes avancadas

{ (t) = Zzes 2(t )qu, (1)
Pyy(0) = 6xy;
Equacdes atrasadas

{P;y(r) = Y aes BaPay (1), ?
ny(O) - 5xy~

Veremos a seguir que/como as probabilidades de transicdo do PMS
associado a Q satisfazem essas equacdes.

*Vide Slide 2 do Album 13.



Equacdes de Kolmogorov

Seja (X:) o PMS (minimo) associado a Q construido no Album 13,
eseja Py (t) =P (Xt =y), x,y € S.

Teorema 1

Suponha que S seja finito. Entdo

(a) Para t,h > 0, dado X; = x, X;1p é independente de (Xs)s<¢ €
quando h | 0, uniformemente em t

P(Xern =y | Xe = x) = 6xy + gxyh + o(h);

(b) (Pxy(t), t > 0),yes satisfaz o sistema de egs avangadas (1).

Teorema 2

Em geral (S enumerdvel), (Py(t), t > 0)x s satisfaz o sistema
de equagdes atrasadas (2).



Dem. do Teorema 1

(a) Temos
Py (Xh = x) (2) P(Ty > h) = e~ %" =1+ g + o(h)
e para y # x
Py (Xn =) (g) P(Th <,Ya=y, To>h)=(1- e*qxh)wxye’th
= Gy, + o(h).

Logo,
1 o

1=3, Pu(Xy = Zaxy+ quy ) h+o(h) =1+ o(h),

e podemos concluir que as >'s em (3) e (4) sdo ='s.



Dem. do Teorema 1 (cont)

(b) Dados x,y € Se t,h>0:
Py (t+h) =3, Px(Xe = 2)P(Xern = y[Xe = 2)

@ 5, P (t)(0ay + Guyh+ o(h)
Logo,

h(ny(t+h) ( )) Z sz( )qzy o(hh);

segue que
limpyo £(Pay (t + h) = Pey(£)) = 32, Puz(t) Gy

Podemos repetir o argumento com Py, (t) e Py, (t — h), e obter

P(t) = 22, Pre(t) Gz



Dem. do Teorema 2

Para x,y € §, dado Ti:

’DX}’() (Xt Y|T1>t)e ot / dsqe e Zﬂ-xz zy t—S)
z#x

= 5Xyequt + / ds e % Z Gxz Py (t — 5)
0 z#x
Logo,

e Py (t) = 0y +/ ds Z Gz €7 P, (3)
ZH#X
o que mostra que P,y (t) é continua e diferencidvel (pois a série no
integrando é uniformemente convergente, e logo uma fungdo continua).

Diferenciando os dois lados de (3):
Gx€%" Py () + €T Py (1) = 3,4 Gxe €% Py (1),

e logo, cancelando e%* nos dois lados, € como g, = —Gxx:

P;y(t) = Zz Axz sz(t) O



Obs. 1

Sobre a importante questdo da unicidade das solu¢Ges dos sistemas de
equacgdes avancadas e atrasadas:

(a) Para S finito, sabe-se que os dois sistemas tém uma tnica (e mesma)
solugdo, que ent3do fornece as probabilidades de transicdo no tempo t.

(b) Se S for infinito, entdo o sistema atrasado pode ter mais do que uma
solucdo; isso corresponde a explosividade do PMS. Em todo caso, as
probabilidades de transicdo no tempo t sdo a solu¢ao nao negativa minima do
sistema atrasado.

(c) Seja (Z;) um processo de saltos com a mesma distribuicdo inicial que (X:),
mesmas taxas de salto que (X;), e mesmas probabilidades de transi¢do da
cadeia de saltos entre estados de S que (X:). Seja ¢ a primeira vez que (Z;) da
um ndmero infinito de saltos em tempo finito, e fagamos (Z¢1¢)e>0 ~ (Xt).
Entdo (Z;) satisfaz as equagdes atrasadas; note que a demonstragio do
Teorema 2 acima funciona para (Z;); note ainda que, se P(¢ < oc0) > 0, entdo
(Z:) tem mais oportunidades de visitar determinado estado de S no tempo t
(antes ou depois de ¢) que (X:) (que sé pode fazé-lo antes de (). Segue que
P(Z:=y) >Pu(Xe=y)Vx,y €S, eI x0,)0 €S e to > 0 tais que

Py (Zty = y0) > Py (Xey = y0).

(d) A solugo n3o negativa minima do sistema atrasado também é a solugdo
ndo negativa minima do sistema avangado.



Obs. 2

Usando a notagdo matricial P(t) = (Py,(t))x,yes, t > 0, temos que as
equacdes de Kolmogorov podem ser escritas:

Equacdes avancadas
P'(t)=P(t)Q, t > 0; P(0) =1

Equacdes atrasadas
P'(t) = QP(t), t > 0; P(0) =1
(a) Informalmente (por similaridade com o caso escalar), temos que
P(t) = €9, t >0, (4)

soluciona ambas equagles. Se S for finito, pode-se fazer sentido do lado
direito de (4) e verificar a igualdade.

(b) Se S for finito, P := P(1) = eQ é uma matriz estocastica. Logo, se
entendermos (4) como " P* " (informalmente!), entdo podemos ver P(t)
como a " t2" poténcia de P, analogamente ao caso discreto.



Exemplo 1. Processo de Nascimento Linear: g, = Ax, x € N

Vamos resolver as equag¢bes avancadas

P;x(t) = 7>\XPXX(t)7 se X Z 0 (5)
PL() = —AyPo (£) + Ay = DPeya(t), sey>x>0  (6)
ny(o) :5xy> x,yEN. (7)

Obs. Apesar de S ser infinito, o sistema de equac¢des acima é uma
recursdo finita. Analiticamente, tudo se passa como se S fosse finito.

Para x > 1, de (5):

(PL(E) + AxPuc(£) M = (Po()eM1) = 0 = Py (t)e™ = const L 1,

e logo Po(t)=e ™, t>0,x>1. (8)

De (6), paray > x > 1:

(P (£) + APy (£)€ = (Pay (£)M) = Ay —1)eN(Pry-1(£)eX0 1))
= R, (t) = (y — 1)e'Rey-1(t), 9)

onde Ry, (t) = Py (t/A)e”. Note que R (t) =1 e Ry (0) = dyy.
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Exemplo 1 (cont.)

Fazendo S,/ (7) = Ry (log7), 7 > 1, temos que

So(1) =y = 1)Suy-1(7), Su(T) =1 € 54(1) = by (10)
Integrando e iterando:
Sy(r)=(—-1) f1 xy—1(5)ds = (y — 1)(y — 2) f1T f1s Sxy—2(u) du

=---=(y—1)~~-(y—x Jrcscicaer dsords =y —x. (11)

e _1 ¢
A dltima integral vale f0<52<---<51<'r—1 ds, -+ ds, = &(7 — 1)".
Do exposto acima, segue que
Py (t) = e MRy (At) = eV 5 (M) = (ij) e V(M — 1)
= (U] e M (1 —e MY t>0. (12)
Podemos ent3o dizer que, sob P, X; — x tem distr Binomial Negativa

com pardmetros x e e~*. Em particular, sob P;, X; — 1 é uma v.a.
Geométrica com pardmetro et
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Exemplo 2. Processo de Nascimento e Morte

Seja (X:) o PNM com taxas estritamente positivas.

Ao Hx Ax x>0

0 1 x—1 x x+1

Em vez de considerar as probabilidades de transicio em tempo t, vamos
analisar tempos até obtermos avangos unitarios, definidos logo mais. O
método de andlise ndo serao as equagdes de Kolmogorov, mas sim a
utilizagdo da PFM, como no caso do PAS em Z, no Album 4.

Suponha que Xy = 0 e definamos Hyp = 0 e para x > 1

H, =inf{t >0: X; = x}.
Seja 7x = Hyx4+1 — Hx, x > 0. Queremos achar E(74), x € N,
Como 79 = Ty ~ Exp(Xg), temos que E(1) = 1/Ao.

Para x > 1, a distr de 7, é mais complicada, mas podemos usar a PFM.
(Além disso, vamos usar, sem demonstrarf, que E(7,) < oo Vx.)

Tmas n3o é dificil
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Tempos de chegada no PNM (cont)

Para x > 1, facamos

He=inf{t > He: X; #x} e L =1{Xy =x—1}.
Em {/, =0}, 7 = A, — H,.
Em {l =1}, 7o = Hy — Hy + 7_1 + 7x, onde

Txl_mf{t>H Xe = x} — A, NTX 1, €
PFM

Fe=inf{t>H + 71 Xe=x+1} = H, — 71 ~ 7.

Logo, T = Hy — He + (Fm1 + 7).
Segue disso, da PFM, e do seguinte:
A, — Hy ~ Exp(pix + Ax),

que E(7) = + (E(7x—1) + E(7x)); logo,

+)\ hx +/\

Mx)‘\l’)\ (TX) = fo+>\ + Mx+>\ E(Tx_l)
= /\XE(TX) =lax = 14 bxax—lx

onde by = pix/Ax—1.

(13a)
(13b)
(14)

(15)

(16)
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Tempos de chegada no PNM (cont)

Iterando (16), vem

ay =1+ by + byby_1ay_2 = - _1+ZHb2_1+ZH Z.
y=1z=y y=1lz=y -1
115

y=lz=y

X

Logo,

1
E(TX) = Aﬁ +

|-

Ent3o, usando a PFM mais uma vez, se 0 < x < y, temos que

y—1
EX(H)/) = IEO(Hy) —Eo(Hx) = E(7w)
;A//—:f 1 y—1 1 w w [
:W:xg+vvzzz<mvz:;£]\:/>\271
Ex. Fila M/M/1: py =, Ax = X\ para x >0
x+1
1 1S o+t 1 e )5 se =X
Er) =3 +3 > (& IS =1 ey
y Ayzl()\) y _0()\) &Z CsentA
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Fila M/M/1 — Eo(H,), y > 1

y—1

1 1 1
Se = A, entdo Eo(H Wj\_ XZV MN}/Q

w=0 v=1

onde = indica a ordem de magnitude como fun¢do de y, para y bastante
grande, a menos de constante multiplicativa®.

Se p # A, entdo Eo(H,) =

y—1 w+l y v .
R i M3l B

=0 v=1 A

Obs. Os comportamentos sdo bastante distintos dependendo se ha
simetria (crescimento quadradtico em y), ou se a assimetria é a esquerda
(crescimento linear em y), ou a direita (crescimento exponencial em y).

Pode-se verificar que esses comportamentos correspondem, resp., a
recorréncia nula, recorréncia positiva, e transitoriedade do processo.

tmais precisamente, indica que o limite do quociente dos lados esquerdo e

direito quando y — oo é uma constante € (0, 00)
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Variancia de 7,

O caso x = 0 é mais simples e temos V(1) = %
0

Para x > 1, vamos usar a identidade, valida para duas va's X e Y,

V(X) = VIE(X|Y)] + E[V(X|Y)], com X =7, e Y = I,.8 (17)
De (13-15), temos:

) E(7«|lk) = ﬁ + fily, onde f, = E(7%—1) + E(7x);

segue que  V[E(r|l)] = £2V(l,) = £? (ux+/\ & (18)
) V(rull) = m + (Vx—1 + V&), onde v, = V(7%);
elogo E[V(rh)] = iy + o (V1 + ). (19)

De (17-19): v, (Vx—1 + vx), onde A, = i A\ f2 + 1.

= (o +,\ )? + ux+/\

SE preciso supor que E(Tf) < 00, x > 0, mas, de novo, isto n3o é dificil de
verificar.
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V(7x) (cont.)

Ax — Ay Hx
Logo, 35 ¥ = oy T me, o1
e chegamos a

AV =8 Wy = Cx + byWy_1, (20)

Ax
AT

onde b, é como acima (vide (16)) e ¢, =

Iterando (20), analogamente a abordagem adotada para calcular E(7y)
anteriormente, chegamos a uma expressio para V(7).

De novo usando a mesma abordagem de antes, podemos obter
expressdes para V(H, ), a varidncia de H, sob P, para 0 < x < y.
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